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Релятивистская теория Кокса для скалярной неточечной частицы с внутренней структурой развита в присутствии 
внешних электромагнитных и гравитационных полей, последние описываются с помощью псевдоримановой структу-
ры пространства-времени. Показано, что обобщенная типа Прока система тензорных уравнений содержит члены неми-
нимального взаимодействия через тензор электромагнитного поля Fβα  и тензор Риччи .Rβα  Обобщенное скалярное 
уравнение типа Клейна – Фока – Гордона оказывается существенно сложнее обычного волнового уравнения. 
 
Ключевые слова: спин 0, внутренняя структура, частица Кокса, обобщенное волновое уравнение, риманово про-
странство. 
 
Relativistic theory of the Cox’s scalar not point-like particle with intrinsic structure is developed in the presence of external 
electromagnetic and gravitational fields; the latter is described by pseudo-Riemannian space-time geometry. It is shown that the 
generalized Proca-like tensor system of equations of the first order contains non minimal interaction terms through electromag-
netic tensor Fβα  and Ricci tensor .Rβα  Generalized scalar equation of the Klein – Fock – Gordon type turns out to be much 
more complicated than the ordinary wave equation. 
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Введение 
В 1982 г. Кокс построил обобщенную сис-

тему уравнений первого порядка, которая, как 
оказалось [1], описывает скалярную частицу с 
внутренней структурой, проявляющейся во 
внешних электромагнитных полях. Он исходил 
из идеи построения нового волнового уравнения 
для скалярной частицы при использовании 
большего набора тензорных функций, чем в под-
ходе Прока. Кокс использовал набор из скаляра, 
4-вектора, антисимметричного и (неприводимо-
го) симметричного тензоров, таким образом, ис-
ходил из 20-компонентной волновой функции. 
Исследуем эту систему уравнений при наличии 
внешних гравитационных полей, описываемых в 
рамках искривленной пространственно-времен-
ной геометрии [2].  

 
1 Система уравнений Кокса с учетом не-

евклидовой геометрии 
Будем исходить из полной системы уравне-

ний Кокса [3] для частицы со спином 0, вклю-
чающей дополнительные симметричный и анти-
симметричный тензоры: 

1 0Dβ
βλ μΦ − Φ = ,  

1 2 [ ] 3 ( ) 0D D Dα α
β αβ αβ βλ λ λ μ∗ Φ + Φ − Φ − Φ = ,  

2 [ ]( ) 0D Dα β β α αβλ μ∗ Φ − Φ − Φ = ,       (1.1) 

3 ( )
1 0
2

D D g Dρ
α β β α αβ ρ αβλ μ∗ ⎛ ⎞Φ + Φ − Φ − Φ = ,⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

где вспомогательные числовые параметры 1λ ,  

2λ ,  3λ  подчиняются условиям связи: 

 
2 2 3 3

1 1 3 3

0
3 1
2

λ λ λ λ

λ λ λ λ

∗ ∗

∗ ∗

− = ,

− = ;
              (1.2) 

символ Dα  обозначает производную, учиты-
вающую присутствие внешних электромагнитно-
го и гравитационного полей  

eD i i A Mc
cα α μ= ∇ − , = .  

С помощью третьего и четвертого уравне-
ний в (1.1) исключим тензорные компоненты  

( )1
2 [ ]( ) ,D Dα β β α αβμ λ− ∗ Φ − Φ = Φ  

1
3 ( )

1
2

D D g Dρ
α β β α αβ ρ αβμ λ− ∗⎛ ⎞⎛ ⎞Φ + Φ − Φ = Φ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

из оставшихся двух:  
 1 0Dβ

βλ μΦ − Φ = ,                    (1.3) 
1

1 2 2 ( )D D D Dα
β α β β αλ λ μ λ∗ − ∗⎡ ⎤Φ + Φ − Φ −⎣ ⎦  
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1
3 3

1
2

D D D g Dα ρ
α β β α αβ ρλ μ λ− ∗⎛ ⎞⎛ ⎞− Φ + Φ − Φ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

0βμ− Φ = .                   (1.4) 
Выполним преобразования в (1.4):  

1
1 2 2 ( )D D D D Dα α

β α β β αλ μ λ λ∗ − ∗Φ + Φ − Φ −  

1
3 3

1
2

0

D D D D g D Dα α α ρ
α β β α αβ ρ

β

μ λ λ

μ

⎛ ⎞
⎜ ⎟− ∗
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− Φ + Φ − Φ −

− Φ = ;
 

подчеркнутые члены с учетом (1.2) сокращаются:  
1

1 2 2 3 3( )D D Dα
β β αλ μ λ λ λ λ∗ − ∗ ∗Φ − + Φ +  

 1
3 3

1 0.
2

D Dρ
β ρ βμ λ λ μ− ∗+ Φ − Φ =  (1.5) 

С учетом (1.2) возможна замена  
2 2 3 3 3 3( ) 2λ λ λ λ λ λ∗ ∗ ∗+ =  

и, следовательно,  
1

1 3 32D D D α
β α βλ μ λ λ∗ − ∗Φ − Φ +  

1
3 3

1 0.
2

D D α
β α βμ λ λ μ− ∗+ Φ − Φ =  

Воспользуемся тождеством  
 ( )D D D D D D D Dα α α

α β β α α β β αΦ = Φ + − Φ =  

 2 .aeD D i F R
c

α α
β α αβ αβ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= Φ + − − Φ   

Уравнение (1.5) можно преобразовать в виду: 
1 2

1 3 32 eD i F R
c

α
β αβ αβλ μ λ λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟∗ − ∗
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Φ + + Φ −  

1
3 3

3 ( ) 0
2

D D α
β α βμ λ λ μ− ∗− Φ − Φ = .  

Учитывая уравнение (1.3) получим 

1

D α
α

μ
λ

Φ = Φ;  

1 2
1 1 3 3 12 eD i F R

c
α

β αβ αβλ λ μ λ λ λ
⎛ ⎞
⎜ ⎟∗ − ∗
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Φ + + Φ −  

 3 3 1
3 0
2

Dβ βλ λ μλ∗− Φ − Φ = .      (1.6) 

Используя второе условие в (1.2)  

1 1 3 3
3 1,
2

λ λ λ λ∗ ∗− =  

уравнение (1.6) упрощаем к виду:  
1 2

3 3 1

1

2

0

eD i F R
c

α
β αβ αβ

β

μ λ λ λ

μλ

⎛ ⎞
⎜ ⎟− ∗
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Φ + + Φ −

− Φ = .
 

Учитывая уравнение (1.3), получим 
1 0Dβ

βλ μΦ − Φ = .  
Параметр 1λ  можно внести в обозначение век-
торной компоненты  

1 1 1λ Φ →Φ .  
Таким образом, получаем уравнения: 

0 ,Dβ
β μΦ − Φ =  

2

3 3(2 ) eD i F iR
Mc c

α
β βα βαλ λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟∗
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Φ − + Φ −  

0βμ− Φ = .                   (1.7) 
Система (1.7) учитывает неминимальное взаимо-
действие скалярной частицы Кокса с внешним 
геометрическим фоном через тензор Риччи.  

Далее будем использовать параметр: 
2

3 3(2 )e i
Mc c

λ λ λ∗= .  

Уравнения (1.7) можно переписать в виде:  
0,Dβ

β μΦ − Φ =  

 0cD F i R
e

α
β βα βα βλ μ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Φ − + Φ − Φ = .  (1.8) 

В отсутствие электромагнитного поля уравнения 
(1.8) упрощаются (напоминаем, что iλ  – веще-
ственный параметр)  

,Dβ
β μΦ = Φ  

( ) ( )cD i R x g x
e

α
β βα βαλ μ⎛ ⎞Φ = + Φ .⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Это геометрическая модификация теории ска-
лярной частицы в подходе Кокса.  
 

2 Обобщенное уравнение Клейна – Фока –
Гордона 

Представим уравнения (1.8) в виде (напо-
минаем, что ;λ λ∗ = −  временно коэффициент 

/c e  внесем в обозначение тензора Риччи): 
,Dβ

β μΦ = Φ  

 [ ( )]F iR Dβ β β
α α α β αμδ λ+ + Φ = Φ.  (2.1) 

С использованием обозначения  
( ),F iRβ β β β

α α α αμδ λΛ = + +  
уравнения (2.1) можно записать следующим об-
разом:  

1( )

,

D

D

α
ρ ρ α

ρ
ρ μ

−Φ = Λ Φ,

Φ = Φ
 

и дальше следует обобщенное скалярное уравне-
ние типа Клейна – Фока – Гордона  

( )1( ) ( ) ( ) 0.D x D xρ α
ρ α μ−Λ − Φ =  

Поскольку характеристическое уравнение 
[4] для матрицы  

F iR Gβ β β
α α α+ = ,  

4 2 3
0 1 2 3G g g G g G g G= + + +  

позволяет выразить четвертую степень матрицы 
G β

α  через 0 1 2 3, ,G G G G, ,  то можно искать об-
ратную матрицу в виде: 

1 2 3
0 1 2 3( ) G G Gα

ρ λ λ λ λ−Λ = + + + .  

Из уравнения 1 :I−ΛΛ =   
2 3

0 1 2 3( )( )I G G G Gμ λ λ λ λ λ= + + + + =  
2 3

0 1 2 3G G Gμλ μλ μλ μλ= + + + +  
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2 3
0 1 2

2 3
3 0 1 2 3( )

G G G

g g G g G g G

λλ λλ λλ

λλ

+ + + +

+ + + +
 

получаем линейную систему уравнений: 
0

0 3 0 1G gμλ λλ: + = ,  

1 0 3 1 0G gμλ λλ λλ: + + = ,  
2

2 1 3 2 0G gμλ λλ λλ: + + = ,  
3

3 2 3 3 0G gμλ λλ λλ: + + = .  
Представим систему в матричной форме  

00

1 1

2 2

3 3

0 0 1
0 0

.
0 0
0 0 0

g
g
g

g

λμ λ
λλ μ λ
λλ μ λ
λλ μ λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ...

+

 

Эта система имеет следующее решение:  
3 2 2 3

3 2 1
0 4 3 2 2 3 4

3 2 1 0

g g g
g g g g

μ μ λ μ λ λ
λ

μ μ λ μ λ μ λ λ
+ − +

= − ,
− − + − +

 

2 2 3
3 2

1 4 3 2 2 3 4
3 2 1 0

g g
g g g g
μ λ μ λ λ

λ
μ μ λ μ λ μ λ λ

− − +
= − ,

− − + − +
 

2 3
3

2 4 3 2 2 3 4
3 2 1 0

g
g g g g

μ λ λ
λ

μ μ λ μ λ μ λ λ
+

= − ,
− − + − +

 

3

3 4 3 2 2 3 4
3 2 1 0g g g g

λλ
μ μ λ μ λ μ λ λ

−
= − .

− − + − +
 

Для дальнейшего введем обозначения: 
0 4 1 3 2 2 3 1g p g p g p g p= , = , = , = ,  

4 3 2
1 2 3 4G p G p G p G p= + + + + ,  

тогда  
3 2 2 3

1 2 3
0 4 3 2 2 3 4

1 2 3 4

p p p
p p p p

μ μ λ μ λ λ
λ

μ μ λ μ λ μ λ λ
+ − +

= ,
+ − + −

 

2 2 3
1 2

1 4 3 2 2 3 4
1 2 3 4

p p
p p p p
μ λ μ λ λ

λ
μ μ λ μ λ μ λ λ

− − +
= ,

+ − + −
 

2 3
1

2 4 3 2 2 3 4
1 2 3 4

p
p p p p

μ λ λ
λ

μ μ λ μ λ μ λ λ
+

= ,
+ − + −

 

3

3 4 3 2 2 3 4
1 2 3 4

.
p p p p

λλ
μ μ λ μ λ μ λ λ

−
=

+ − + −
(2.2) 

Степеням матрицы G  можно сопоставить 
следующие инварианты [4]: 

1 2 3 4 1

1

Sp( )

( )

G g g g g s

s G xα
α

= + + + = ,

= ,
 

2 2 2 2 2
1 2 3 4 2

2

Sp( )

( ) ( )

G g g g g s

s G x G xρ α
α ρ

= + + + = ,

= ,
3 3 3 3 3

1 2 3 4 3

3

Sp( )

( ) ( ) ( ),

G g g g g s

s G x G x G xρ σ α
α ρ σ

= + + + = ,

=
4 4 4 4 4

1 2 3 4 4

4

Sp( )

( ) ( ) ( ) ( )

G g g g g s

s G x G x G x G xρ δ σ α
α ρ δ σ

= + + + = ,

= ;
 

1 4g g, ...,  обозначают собственные значения мат-
рицы .G   

Инварианты is  и ip  связаны рекуррентны-
ми формулами Ньютона [4]:  

1 1 Sp( )p s G= = ,  

2
2 2 1 1 1

1 1( ) Sp( ) Sp( )
2 2

p s p s G p G⎡ ⎤= − = − ,⎣ ⎦  

3 3 1 2 2 1

3 2
1 2

1 ( )
3

1 Sp( ) Sp( ) Sp( )
3

p s p s p s

G p G p G

= − − =

⎡ ⎤= − − ,⎣ ⎦

 

4 4 1 3 2 2 3 1

4 3 2
1 2 3

1 ( )
4

1 Sp( ) Sp( ) Sp( ) Sp( )
4

p s p s p s p s

G p G p G p G

= − − − =

⎡ ⎤= − − − .⎣ ⎦

 

Отсюда следуют следующие представления для 
инвариантов :ip  

1 Sp( )p G= ,  

2 2
2

1 1Sp( ) Sp ( )
2 2

p G G= − ,  

( )

3 2
3

2 2

1 Sp( ) Sp( )Sp( )
3

1 Sp( ) Sp ( ) Sp( )
2

p G G G

G G G

⎡
= − −⎢

⎣
⎤− − =⎥⎦

 

3 2 31 1 1Sp( ) Sp( )Sp( ) Sp ( )
3 2 6

G G G G= − + ,  

( )

4 3
4

2 2 2
3

1 Sp( ) Sp( )Sp( )
4

1 Sp( ) Sp ( ) Sp( ) Sp( )
2

p G G G

G G G p G

⎡
= − −⎢

⎣
⎤− − − =⎥⎦

 

4 3

2 2 2 2 3

1 Sp( ) Sp( )Sp( )
4

1 1 1Sp ( ) Sp ( )Sp( ) Sp( )Sp( )
2 2 3

G G G

G G G G G

⎡
= − −⎢

⎣

− + − +

 

2 2 31 1Sp( )Sp ( ) Sp ( )Sp( )
2 6

G G G G ⎤+ − ,⎥⎦
 

окончательно для 4p  находим выражение: 

4 3 2 2
4

2 2 4

1 4 1Sp( ) Sp( )Sp( ) Sp ( )
4 3 2

1Sp ( )Sp( ) Sp ( ) .
6

p G G G G

G G G

⎡= − − +⎢⎣
⎤+ − ⎥⎦

 

В случае, если матрица G  антисиммет-
рична, выполняются равенства  

1
3 3 3

Sp 0

Sp( ) 0

G G p G

G G G

= − , = = ,

= − , = ,
 

2
1 2

4 2 2
3 4

10 Sp( )
2

1 10 Sp( ) Sp ( )
4 8

p p G

p p G G

= , = ,

= , = +
 

и характеристическое уравнение принимает вид: 
4 2

2 4 0;G p G p− − =  
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именно этот случай реализуется при построении 
характеристического многочлена для электро-
магнитного тензора. При этом формулы (2.2) 
принимают вид: 

3 2
2

0 4 2 2 4
2 4

p
p p

μ μ λ
λ

μ μ λ λ
−

= ,
− −

 

2 3
2

1 4 2 2 4
2 4

p
p p

μ λ λ
λ

μ μ λ λ
− +

= ,
− −

 

2

2 4 2 2 4
2 4p p

μ λλ
μ μ λ λ

= ,
− −

 

3

3 4 2 2 4
2 4

.
p p
λλ

μ μ λ λ
−

=
− −

 

Для дополнительной проверки рассмотрим 
простой случай: когда пространство-время опи-
сывается тензором Риччи вида (элементарными 
примерами являются пространства де Ситтера): 

,
4 4
R RG g Gβ β

αβ αβ α αδ= , =  

2 2

3 3 4 4
2 3

1Sp Sp( )
4

1 1Sp( ) Sp( )
4 4

G R G R

G R G R

= , = ,

= , = ,
 

т. е.  
1p R= ,  

2 2 2
2

1 1 1 3
2 4 2 8

p R R R= − = − ,  

3 2 3 3
3

1 1 1 1 1 1
3 16 2 4 6 16

p R R R R R= − + = ,  

4 3
4

4 2 2 4 4
4

1 1 4 1
4 16 4 3 16

1 1 1 1 1
2 16 4 6 4

p R R R

R R R R R

⎡= − −⎢ ⋅⎣
⎤− + − = − .⎥⎦

 

Полученные выражения для ip  отвечают следу-
ющему характеристическому уравнению: 

4

( ) 0
4
RG G Gβ

α
⎛ ⎞= , − = .⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Отметим, что в случае присутствия именно 
такого геометрического фона  

0Dβ
β μΦ − Φ = ,  

( ) ( ) 0
4

c R xD F i g x
e

α
β βα βα βλ μ⎛ ⎞Φ − + Φ − Φ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

и при отсутствии электромагнитного поля сис-
тема уравнений примет вид: 

D Mcβ
βΦ = Φ,  

 ( ) .
4

c R xD Mc i
eβ βλ⎛ ⎞Φ = + Φ⎜ ⎟

⎝ ⎠
        (2.3) 

 
Заключение 
Полученная модификация уравнений Прока 

(2.1), и более простой случай (2.3), существенно 
отличается от неминимальной системы уравнений 

Прока для безмассовой частицы, которая в без-
массовом случае обеспечивает конформную ин-
вариантность волнового уравнения 

mci α α∇ Φ = Φ ,  

2 2 2

( )1mc R xi
m c

α
α σ⎛ ⎞∇ Φ = + Φ.⎜ ⎟/⎝ ⎠

 

Конформная инвариантность уравнений 
Максвелла была установлена Кунингхэмом [5] и 
Бейтманом [6], безмассового уравнения Дирака – 
Паули [7]; специально модифицированного 
уравнения для безмассовой скалярной частицы – 
Гюрши [8]−[10]. 

В частности, в случае пространств де Сит-
тера ( ( )R x R= ) уравнение (2.3) примет вид (по-
является эффективная добавка со знаком плюс 
или минус к массе частицы): 

4

D Mc

c RD Mc i
e

β
β

β βλ

Φ = Φ,

⎛ ⎞Φ = + Φ .⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Таким образом, скалярная частица с внут-
ренней структурой Кокса оказывается очень чув-
ствительной к геометрии, в частности, к тензору 
Риччи пространства-времени. Обобщенное ска-
лярное уравнение типа Клейна – Фока – Гордона 
для такой частицы оказывается очень сложным, 
гораздо более простым представляется использо-
вание обобщенной системы уравнений первого 
порядка типа Прока. Примеры решения предло-
женных уравнений будут рассмотрены в отдель-
ных работах. 

 
Авторы благодарны В.В. Киселю и В.М. Редь-

кову за обсуждение работы и полезные советы.  
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